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Анотацiї

Собур Микита Станiславович. Математичне та комп’ютерне

моделювання хвиль у мотузковiй системi.

У роботi було розглянуто двовимiрну дискретизовану мотузкову систему. Система

складається з горизонтальної натягнутої мотузки (базова мотузка) та з вертикальної

ненатягнутої динамiчної мотузки з вантажем на вiльному кiнцi (мотузка-поводок). Ви-

веденi диференцiальнi рiвняння руху системи i провели дослiждення розповсюдження

поперечних та поздовжних хвиль. За допомогою мови програмування Python було по-

будовано комп’ютерну модель для проведення експериментiв з механiчною системою.

Ключовi слова: двовимiрна мотузкова система, в’язко-пружнi моделi, комп’ютерне

моделювання хвильових процесiв, поздовжнi та поперечнi хвилi.

Sobur Mykyta. Mathematical and computer modeling of waves

in the rope system.

In this work, a two-dimensional discretized rope system was considered. The system con-

sists of a horizontally tensioned rope (the base rope) and a vertically untensioned dynamic

rope with a weight at its free end (the lead rope). The differential equations of motion for

the system were derived, and the propagation of transverse and longitudinal waves was in-

vestigated. A computational model was developed using the Python programming language

to conduct experiments with the mechanical system.

Keywords: two-dimensional rope system, viscoelastic models, computational modeling

of wave processes, longitudinal and transverse waves.
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Вступ

Сучаснi мотузковi системи описуються за допомогою комбiнацiї пружнiх та в’язких

елементiв. За пружнi властивостi у реологiчних моделях вiдповiдає пружина з деяким

показником жорсткостi (або як ще називають тiло Гука), а за в’язкi – демпфер, що

являє собою поршень iз в’язкою речовиною (також вiдомий як тiло Ньютона). При

рiзкому навантаженнi такої системи пружнi i в’язкi елементи проявляють себе одразу

ж (тобто деформацiя виникає миттєво). Пiсля зняття навантаження пружина прагне

вiдновити свою колишню форму i розмiри, а демпфер не вiдновлює свого минулого

положення i таким чином зберiгає деформацiю незмiнною (це так званий ефект пам’ятi).

Зазначимо, що коефiцiєнти жорсткостi i в’язкостi у всiх рiвняннях вважаємо постiйними

значеннями, що не залежать вiд часу. Нижче наведенi схематичнi зображення цих двох

елементiв.

(а) Схема пружини. (б) Схема демпфера.

Рис. 1: Схематичнi зображення пружини i демпфера.

Iдеальне пружнє тiло описується за допомогою лiнiйного закону Гука:

F = kx,

де x – деформацiя пружини, k – коефiцiєнт жорсткостi.
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Демпфер описується за допомогою закону в’язкого тертя Ньютона:

F = ηẋ,

де ẋ – швидкiсть деформацiї, η – коефiцiєнт в’язкостi.

Цi два компоненти з’єднуються паралельно i послiдовно, таким чином можна ство-

рювати бiльш складнi та точнi моделi, якi будуть враховувати особливостi поведiнки

реологiчних систем.

Реологiчнi моделi

Наведемо деякi приклади реологiчних моделей та рiвняння, що описують їх пове-

дiнку при навантаженнях.

1. Тiло Максвелла

У цiй моделi послiдовно з’єднанi пружина та демпфер.

F

Рис. 2: Тiло Максвелла.

Рiвняння для її опису у термiнах реологiї має наступний вигляд:

ε̇ =
1

E
σ̇ +

σ

η
,

де ε – загальна деформацiя системи, E – модуль пружностi Юнга,

σ – загальна напруга у системi, η – коефiцiєнт в’язкостi речовини.
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Похiдна усюди береться за часом. Модель може бути узагальнена шляхом пара-

лельного з’єднання деякої кiлькостi таких елементiв.

2. Тiло Кельвiна-Фойгта

На вiдмiну вiд попередньї моделi, у цьому випадку пружину i демпфер з’єднано

паралельно.

F

Рис. 3: Тiло Кельвiна-Фойгта.

Рiвняння виглядає наступним чином:

σ = Eε+ ηε̇.

Модель Кельвiна-Фойгта також може бути узагальнена за рахунок послiдовного

з’єднання елементiв.
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3. Модель стандартного навантаженого лiнiйного тiла

Модель складається з паралельно з’єднаних пружини i тiла Максвелла.

k1

η

k2

m

x0

x

Рис. 4: Модель стандартного лiнiйного тiла (SLS).

Система диференцiальних рiвнянь для опису руху:

mẍ+ k1x+ k2(x− x0) = mg

ηẋ0 + k2(x0 − x) = 0.

Тут x, x0 – координати точок, m – маса вантажу, k1, k2 – коефiцiєнти жорсткостi

пружин, η – коефiцiєнт в’язкостi демпфера, g – прискорення вiльного падiння на

Землi.

Ця модель i рiвняння для неї були розглянутi у роботi [1]. Автор використову-

вав її для опису властивостей альпiнiстських мотузок. У роботi [2] цього ж автора

розглядається поняття фактору ривка (fall factor), яке дозволяє оцiнити наванта-

ження на систему страхування, що виникає при падiннi альпiнiста. Чисельно це

значення дорiвнює вiдношенню висоти h, з якої падає людина до того як почнеться

натягнення мотузки, до натуральної довжини мотузки L.
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4. Тiло Бюргерса

Модель складається з послiдовно з’єднаних тiла Максвелла та тiла Кельвiна-

Фойгта. Диференцiальне рiвняння, що пов’язує загальну напругу i загальну де-

E1

η2

E3 η3

F

Рис. 5: Тiло Бюргерса.

формацiю у системi:

σ̈ +

(
E1

η2
+

E1

η3
+

E3

η3

)
σ̇ +

E1E3

η2η3
σ = E1ε̈+

E1E3

η3
ε̇.

Зазначимо, що усi розглянутi вище моделi є лiнiйними вiдносно деформацiй та швид-

костей деформацiй. Але як вiдомо, закон пружностi Гука допускає узагальнення. Воно

полягає у тому, щоб окрiм лiнiйного доданка (першого степеня деформацiї) у рiвняннi

розглядати також доданки бiльш високого порядку. Таким чином, можна врахувати

нелiнiйну поведiнку пружнього матерiалу при розтягуваннi та стисненнi. Тодi рiвняння

для пружньої сили буде мати наступний вигляд:

F = kx+ ax2 + bx3,

k – коефiцiєнт жорсткостi, a, b – додатковi коефiцiєнти, що визначають степiнь нелiнiй-

ностi.

Ознайомитися з виводом рiвнянь для наведених вище моделей i пов’язаними з цi-

єю областю задачами можна у вiдповiднiй лiтературi по теорiї в’язко-пружностi [3] та
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реологiї [4]. Також такi моделi розглядаються у пiдручниках з механiки суцiльних се-

редовищ українських авторiв (див. [5] c. 200-204, [6] с. 145).

Основна двовимiрна модель, що буде розглянута у цiй роботi також є лiнiйною у

цьому сенсi, але у нiй все рiвно виникають нелiнiйностi за рахунок саме геометрiї си-

стеми.

Метою нашого дослiдження є спостереження за розповсюдженням поздовжних та

поперечних хвиль у мотузковiй системi. Поперечнi хвилi мають достатньо високу ам-

плiтуду i їх можна легко спостерiгати неозброєним оком у життi. При комп’ютерному

моделюваннi їх можна помiтити за рахунок змiни кута мiж фрагментами мотузки, що

з’єднанi точковими масами. Тобто мотузки змiнюють форму, утворюючи ламанi лiнiї

при русi. У поздовжних хвилях частинки середовища, у якому вiдбувається хвильовий

процес, коливаються паралельно до напряму поширення хвилi. У такiй хвилi чергую-

ться промiжки деформацiй розтягування i стиснення. Цi хвилi достатньо важко помi-

тити у реальних мотузкових системах, особливо при рiзкому навантаженнi та великiй

швидкостi руху. При комп’ютерному моделюваннi цей вид хвиль можна спостерiгати

через змiну вiдстаней мiж точками, якими ми робимо дискретизацiю. Для розповсюдже-

ння поперечних хвиль у мотузцi повинен бути натяг i чим сильнiше натягнута мотузка

тим швидше у нiй розповсюджуються хвилi. Швидкiсть розповсюдження поздовжних

хвиль залежить вiд щiльностi мотузки та її коефiцiєнту жорсткостi.



Роздiл 1. Двовимiрна мотузкова

система

У цьому роздiлi буде наведено детальний опис головної моделi у нашому дослi-

дженнi. Перед цим, введемо спочатку наступну систему позначень, якою ми будемо

користуватися надалi.

1.1. Позначення

Нехай N – загальна кiлькiсть рухомих матерiальних точок системи. Позначимо че-

рез n1, n2 – кiлькостi точок базової мотузки i поводка вiдповiдно. Тобто маємо наступну

рiвнiсть N = n1 + n2.

Позначимо через mi точкову масу, з координатами (xi, yi), де xi – горизонтальна

координата точки з номером i, yi – вертикальна координата з номером i.

Позначимо через L1 та L2 довжини базової мотузки та мотузки-поводка у ненатя-

гненому станi вiдповiдно. Тодi l10 – довжина фрагменту базової мотузки мiж парою

точкових мас у станi спокою, l20 – довжина фрагменту мотузки-поводка у станi спо-

кою. Позначимо через li,i+1(t) довжину фрагмента мотузки мiж точковими масами mi

та mi+1 у момент часу t. Оскiльки в процесi руху системи мотузки деформуються, то

зрозумiло, що ця величина залежить вiд часу. Введемо позначення для характеристик

мотузки:

k1, η1 – коефiцiєнти жорсткостi та в’язкостi для всiєї базової мотузки,

k2, η2 – коефiцiєнти жорсткостi та в’язкостi для всiєї мотузки-поводка.

Переходимо до позначень векторних величин. Перш за все наведемо їх для радiус-

векторiв координат, швидкостей i прискорень точки.
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#»ri =

xi

yi

 – радiус-вектор точки mi.

#̇»r i =

ẋi

ẏi

 – швидкiсть точки mi.

#̈»r i =

ẍi

ÿi

 – прискорення точки mi.

Тепер опишемо сили та вектори, що пов’язанi з ними.
#»

F i – сумарна сила, що дiє на точкову масу mi.
#»

F i,i+1 – сила, що дiє на точку mi з боку точки mi+1. Цей вектор напрямлений вiд

точки mi (має початок у цiй точцi) до mi+1.
#»e i,i+1 =

#»r i+1 − #»ri
∥ #»r i+1 − #»ri∥

– одиничний вектор, направлений вздовж вектора сили
#»

F i,i+1

(або в напрямку вектора, що з’єднує точки mi та mi+1).
#»

F пруж.
i,i+1 – пружня складова сили

#»

F i,i+1.
#»

F в’яз.
i,i+1 – в’язка складова сили

#»

F i,i+1.
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1.2. Постановка задачi

1.2.1. Вступнi зауваження

Розглянемо нашу основну механiчну систему. Нехай A, B – лiва та права крайо-

вi нерухомi точки фiксацiї базової горизонтальної мотузки. Цi точки розташованi на

однiй прямiй, яка паралельна до вiсi Ox. Позначимо лiтерою C рухому точку цiєї мо-

тузки, розташовану посерединi. До цiєї точки прикрiплюється друга мотузка (мотузка-

поводок). На вiльному кiнцi мотузки-поводка прикрiплено вантаж D. Маса вантажа

значно бiльша за кожну окрему матерiальну точку у обох мотузках.

Рис. 1.1: Схематичне зображення системи.

Наша модель являє собою дискретне представлення реальної мотузкової системи. Це

означає, що кожна з мотузок розглядається як ланцюжок з’єднаних мiж собою малих

точкових мас mi. Вважаємо, що маса мотузки розподiлена мiж точками рiвномiрно, а

також положення точок розподiлене рiвномiрно. Останнє означає, що у станi спокою

або при постiйному рiвнi напруги мiж будь-якою парою точок зберiгається постiйна

вiдстань. Зауважимо, що у реальнiй мотузцi сили напруження виникають тiльки пiд

час розтягнення, а при вигинi чи стисненнi вона не створює жодного спротиву. Ця

властива мотузкам поведiнка вiдрiзняє її вiд поведiнки пружини, тому що у останнiй

виникають сили напруги навiть пiд час деформацiї стиснення. Аналiтично це можна

виразити для деякого фрагмента мотузки мiж точковими масами як вiдсутнiсть сили,
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тобто:

#»

F i,i+1 =

0

0

 – якщо li,i+1(t)− l10 < 0.

Вважаємо, що у початковий момент часу базова мотузка має попереднiй натяг, а

мотузка-поводок не має натягу, але вона витягнута вздовж вектикальної прямої на свою

природну недеформовану довжину (тобто має довжину L2). При цьому варто зазначи-

ти, що початковi швидкостi точок бази дорiвнюють нулю, а точки мотузки-поводка

мають деяку початкову швидкiсть. Довiльна точка останньої мотузки повинна мати

тим бiльше значення швидкостi, чим нижче вона знаходиться (вiдносно вертикальної

осi координат).

Добре вiдомо, що будь-яка мотузка iз закрiпленими кiнцями у полi сил тяжiння,

що знаходиться у станi рiвноваги має статичне провисання. Це означає, що навiть за

вiдсутностi сил, якi змушують мотузку рухатися, у станi спокою вона має вигин, причо-

му крива, яку у такому положеннi описує мотузка має наступне рiвняння у декартовiй

системi координат:

y = a cosh
(x
a

)
.

Це так звана ланцюгова лiнiя або катенарiя. У нашому випадку ми вважаємо, що за

рахунок натягнення базової мотузки цього провисання немає (точнiше, воно настiльки

мале, що ми їм нехтуємо) i вона має форму вiдрiзка горизонтальної прямої, з кiнцевими

точками A i B. У рiвняннях цей факт ми виразимо вiдсутнiстю доданка, що вiдповiдає

силi тяжiння для усiх точок базової мотузки. Тодi цей доданок буде додаватися тiлькi

у рiвняннях мотузки-поводка. У реальнiй мотузковiй системi можна зустрiти два види

натягнення базової мотузки. У першому випадку натягнення вiдбувається у обох кiн-

цевих точках в протилежних напрямках, а у другому – в однiй з кiнцевих точок, а в

iншiй точцi мотузка просто закрiплена. Зазвичай мотузку натягують за допомогою бло-

ка (котушки). Пiд час тертя мотузки з блоком при русi системи виникає сила дисипацiї

(втрати енергiї). У роботi [2] в рiвняннях враховується таке тертя. Ця сила описується

рiвнянням Ейлера-Ейтельвейна (або рiвнянням тертя ременя). Вивiд рiвняння можна

знайти у лiтературi з класичної механiки (див. [7], с. 26–27) i з теоретичної механiки

(див. [8], с. 45-47).

Також зробимо додаткове зауваження, що при русi системи ми нехтуємо силою тертя

вантажа з повiтрям. При достатньо великих значеннях t тертя тiла iз середовищем

може вносити суттєвий вклад i гальмувати швидкiсть руху. Зазвичай, зовнiшнє тертя
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враховують, додаючи до рiвняння доданки, що залежать вiд швидкостi руху вантажа

(наприклад ẋ2).

Додамо, що у реальних мотузкових системах зазвичай розглядається ситуацiя, коли

точка крiплення мотузок є рухомою вiдносно базової мотузки. Це означає, що точка C

є роликом, що рухається пiд час навантаження мотузки-поводка по базовiй мотузцi i

таким чином сповiльнює швидкий вертикальний рух вантажа.

Враховуючи вказанi зауваження, приходимо до висновку, що на систему накладенi

тiльки геометричнi в’язi.
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1.2.2. Виведення рiвнянь руху

Кожний фрагмент обох мотузок ми розглядаємо як паралельно з’єднанi пружину

та демпфер. Як вiдомо, при такому з’єднаннi деформацiя однакова для обох елементiв,

а загальна напруга дорiвнює сумi напруг на окремих елементах. Це означає, що сила

яка дiє мiж парою точок дорiвнює сумi пружньої та в’язкої складових:

#»

F i,i+1 =
#»

F пруж.
i,i+1 +

#»

F в’яз.
i,i+1. (1.1)

Знайдемо рiвняння для пружньої та в’язкої сил для фрагмента мотузки мiж то-

чками mi та mi+1. Запишемо їх для випадку фрагмента базової мотузки, оскiльки для

фрагментiв мотузки-поводка вони виглядатимуть аналогiчно. Згiдно з лiнiйним зако-

ном пружностi Гука у двовимiрному випадку пружина подовжується у напрямку, що

задається одиничним вектором #»e i,i+1. Тому отримуємо наступний вираз для сили пру-

жностi:
#»

F пруж.
i,i+1 =

(
li,i+1(t)− l10

l10

)
k1

#»e i,i+1, (1.2)

(
li,i+1(t)− l10

l10

)
, k1 – вiдносне подовження пружини та її жорсткiсть вiдповiдно. Згiдно

з нашими позначеннями та зауваженням наведеним вище щодо розподiлу точок по

мотузцi отримуємо наступне значення для довжини фрагмента бази у станi спокою:

l10 =
L1

n1 + 1
.

В’язка складова також повинна бути напрямлена вздовж вектора #»e i,i+1. Введемо

додаткове позначення
#»

f i,i+1 = η1(
#̇»r i+1 − #̇»r i). Проектуємо вектор

#»

f i,i+1 на напрямок

одиничного вектора та дiлимо на довжину нерозтягненого фрагмента:

#»

F в’яз.
i,i+1 =

( #»e i,i+1 ·
#»

f i,i+1)

l10

#»e i,i+1. (1.3)

Вираз у дужках вище означає скалярний добуток векторiв. Вiдстань мiж точка-

ми (тобто довжина фрагмента мотузки у момент часу t) розраховується як звичайна

евклiдова норма вектора:

li,i+1(t) =
√

(xi+1 − xi)2 + (yi+1 − yi)2 = ∥ #»r i+1 − #»ri∥. (1.4)

Таким чином, знаходимо вектор сили
#»

F i,i+1 як суму виведених вище пружньої на

в’язкої сил. Аналогiчно знаходиться вираз для сили
#»

F i,i−1, яка дiє на точкову масу mi

з боку точки mi−1.
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На малюнку нижче можна побачити схематичне зображення двох фрагментiв мо-

тузки, що сполученi точкою mi. До цiєї точки прикладено двi сили, кожна з яких на-

правлена вздовж вiдповiдних фрагментiв.

x

y

mi−1

mi

mi+1

xi−1

yi−1

xi

yi

xi+1

yi+1

F⃗i,i+1

F⃗i,i−1

αi,i−1
αi,i+1

Рис. 1.2: Два сполученi фрагменти мотузкової системи розглянутi в процесi навантаже-
ння.

Тепер ми можемо знайти вектор загальної сили
#»

F i, що дiє на точку:

#»

F i =
#»

F i,i+1 +
#»

F i,i−1 =
#»

F пруж.
i,i+1 +

#»

F в’яз.
i,i+1 +

#»

F пруж.
i,i−1 +

#»

F в’яз.
i,i−1. (1.5)

Скористуємось другим законом Ньютона i отримаємо остаточне рiвняння у вектор-

ному виглядi:

mi
#̈»r i =

#»

F i. (1.6)

Тепер можна спроектувати вектор сили на осi координат i таким чином отримаємо

систему рiвнянь для окремих координат точки:

miẍi = F x
i ,

miÿi = F y
i .

(1.7)

Згiдно з третiм законом Ньютона справедлива наступна рiвнiсть для будь-яких пар
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точок:
#»

F i,i+1 = −
#»

F i+1,i.

Виведенi вище рiвняння руху є справедливими для усiх точок базової мотузки. Для

точок мотузки-поводка окрiм точки з вантажем D та точки крiплення мотузок C рiв-

няння мають наступний вигляд:

miẍi = F x
i ,

miÿi = F y
i +mi∥ #»g ∥.

(1.8)

.

У рiвняннях для опису сили змiнюються вiдповiдно коефiцiєнти жорсткостi (k2 за-

мiсть k1), в’язкостi (η2) та довжина фрагмента (l20). Додамо, що для точок мотузки-

поводка взагалi кажучи не повиннi змiнюватися координати точок по осi Ox. З фiзи-

чної точки зору це означає, що у цiй мотузцi не розповсюджуються поперечнi хвилi, а

тiльки поздовжнi. Наведемо уточнення для вигляду рiвнянь у зазначених точках.

Розглянемо спочатку точку C. Оскiльки ми вважаємо, що ця точка розташована у

центрi базової мотузки, то для дискретизованої моделi це означає, що злiва та справа вiд

неї однакова кiлькiсть точок, з чого випливає, що n1 є непарним числом. Таким чином

iндекс цiєї точки дорiвнює Cindx =
⌊n1

2

⌋
. Тодi для сусiднiх точок, якi знаходяться злiва

i справа вiд неї маємо iндекси Cindx−1 =
⌊n1

2

⌋
− 1 та Cindx+1 =

⌊n1

2

⌋
+ 1. Тодi iндекс

точки мотузки-поводка з’єднаної з точкою C дорiвнює n1 + 1.

Точка C вiдрiзняється вiд усiх iнших точок системи саме тим, що до неї прикладено

три сили замiсть двох. Згiдно iз третiм законом Ньютона вони повиннi врiвноважувати

себе. На малюнку нижче зображенi цi три сили.

Також рiвняння вiдрiзняються для точки D. У цьому випадку немає сили, що дiє

на точку знизу, тому що ця точка є останнью у ланцюжку.

Наведемо рiвняння для цих двох точок нижче.

mC
#̈»r C =

#»

F C =
#»

F ⌊n1
2
⌋,⌊n1

2
⌋+1 +

#»

F ⌊n1
2
⌋,⌊n1

2
⌋−1 +

#»

F ⌊n1
2
⌋,n1+1. (1.9)

Замiнимо для краткостi вiдповiднi iндекси точок на C,C − 1, C + 1 i запишемо рiв-

няння для кожної з сил:

#»

F ⌊n1
2
⌋,⌊n1

2
⌋−1 =

(
(lC,C−1 − l10)k1 + η1(

#»e C,C−1 · ( #̇»r C−1 − #̇»r C))

l10

)
#»e C,C−1, (1.10)
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m⌊n1
2 ⌋ −1 m⌊n1

2 ⌋ +1

C

mn1+1

F⃗⌊n1
2 ⌋,⌊n1

2 ⌋+1F⃗⌊n1
2 ⌋,⌊n1

2 ⌋−1

F⃗⌊n1
2 ⌋,n1+1

Рис. 1.3: Сили прикладенi до точки крiплення мотузок.

#»

F ⌊n1
2
⌋,⌊n1

2
⌋+1 =

(
(lC,C+1 − l10)k1 + η1(

#»e C,C+1 · ( #̇»r C+1 − #̇»r C))

l10

)
#»e C,C+1, (1.11)

#»

F ⌊n1
2
⌋,n1+1 =

(
(lC,n1+1 − l20)k2 + η2(

#»e C,n1+1 · ( #̇»r n1+1 − #̇»r C))

l20

)
#»e C,n1+1. (1.12)

Рiвняння для точки D:

mD
#̈»r D =

#»

FD =
#»

FN,N−1, (1.13)

#»

FN,N−1 =

(
(lN,N−1 − l20)k2 + η2(

#»e N,N−1 · ( #̇»r N−1 − #̇»r N))

l20

)
#»e N,N−1. (1.14)
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1.3. Дослiдження мотузкових систем

У цьому пiдроздiлi наведемо порiвняльний аналiз дослiджень мотузкових систем у

рiзних задачах.

У вже згадуванiй роботi [1] розглядалась модель одновимiрного вертикально на-

правленого ланцюжка точкових мас, з’єднаних мiж собою пружинами iз вантажем на

вiльному кiнцi. Ця механiчна система є схожою на нашу з декiлькома вiдмiнностями.

По-перше, у цiй системi мотузка описується тiльки пружинами без врахування пара-

лельно пiд’єднаних демпферiв, а по-друге, у нашiй моделi присутня друга мотузка, що

сповiльює вертикальний рух першої. Фактично, якщо не враховувати демпфер (тобто

прирiвняти коефiцiєнт в’язкостi до нуля), то зазначена у авторiв модель є мотузкою-

поводком у нашiй моделi з поправкою, що у нашiй моделi рухомими є обидва кiнцi.

У роботi [9] було розглянуто тросову систему, яка використовується для вирiшення

задачi захоплення у повiтрi лiтаком iншого лiтаючого об’єкта (в даному випадку кри-

латої ракети). Трос у цiй задачi одним кiнцем прикрiплений до лiтака-буксира, а на

вiльному кiнцi до нього закрiплений спецiальний керований пристрiй, який з’єднується

з ракетою. Схожiсть задачi з нашим випадком полягає у тому, що при русi нашої си-

стеми, обидва кiнцi мотузки-поводка рухаються i до одного з них також прикрiплено

масивний (вiдносно маси мотузки) вантаж. Вiдмiннiсть полягає в тому, що у цiй ро-

ботi автори розглядають трос як ланцюг з’єднаних жорстких тiл i у точках з’єднання

мiстяться спiральнi обертальнi пружини. Тобто у такiй системi спротив виникає пiд

час вигину (або скручування) троса. Це суттєво вiдрiзняється вiд поведiнки звичай-

ної мотузки, яка зазвичай складається зi сплетiння тонших ниток бiльш еластичних

матерiалiв, таких як полiестр та полiамiди.

У роботах [10], [11] також моделюється поведiнка мотузкових систем. У першiй з

них розглядається модель ланцюга (або мотузки) як набiр послiдовно з’єднаних жорс-

тких сегментiв. Один кiнець цього ланцюга фiксований, а iнший вiльно падає пiд дiєю

сили тяжiння. Дослiджується динамiка руху вiльно падаючого кiнця та передача енер-

гiї по ланцюгу. Були проведенi лабораторнi експерименти та чисельне моделювання.

У цiй роботi автори намагалися пояснити парадоксальне прискорення вiльного кiнця

ланцюга, яке досягає значення бiльшого нiж прискорення вiльного падiння. Резуль-

тати отриманi у цiй роботi та постановка задачi можуть бути корисними для наших

дослiджень, оскiльки у нашому випадку також розглядається вiльне падiння мотузки-

поводка з вантажем. Вiдмiннiсть з нашим випадком полягає в тому, що у нас мотузка
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витягнута вертикально у початковий момент часу, а у роботi авторiв мотузка займає

деяке положення i має форму вже згадуваної катенарiї. Таким чином, постановку за-

дачi Кошi у нашому випадку також можна змiнювати, задаючи положення вiльного

кiнця мотузки-поводка аналогiчно до того, як це було зроблено у згадуванiй роботi. Це

дозволяє розширити та узагальнити наше дослiдження на випадок iншого положення

вантажа i врахувати провисання мотузки-поводка у початовий момент часу. У реаль-

них роупджампiнгових системах площадка, з якої падає людина зазвичай знаходиться

дещо збоку вiдносно точки крiплення мотузок. Також у авторiв один з кiнцiв фiксо-

ваний (а у нас обидва кiнцi рухомi), а тому якщо змiнити початковi умови в нашiй

задачi, то можна врахувати бiльш складну поведiнку системи. У другiй роботi мотуз-

ка також розглядається як дискретизований ланцюжок жорстких тiл з шарнiрними

з’єднаннями. Проводяться експерименти з двома типами обмежень. У першому з них,

один кiнець фiксований, а у другому випадку цей кiнець рухається за деякою заданою

траєкторiєю (наприклад, перiодичнi коливання з заданою частотою та амплiтудою).

Другий кiнець у цих експериментах може бути вiльним, але не обов’язково. Автори

провели комп’ютерне моделювання поведiнки такої системи з порiвнянням рiзних чи-

сельних методiв. Придiляється увага порiвнянню динамiки руху при рiзнiй кiлькостi

точок дискретизацiї. Дослiджується вплив руху закрiпленого кiнця, який призводить

до виникнення складних хвильових процесiв у мотузцi, включаючи вимушенi коливан-

ня та хаотичнi ефекти. Система вiдрiзняється вiд нашої тим, що ланцюжок складається

з твердих недеформiвних тiл i один з кiнцiв рухається за деяким вiдомим наперед зако-

ном. Спiльним є те, що автори також у чисельних експериментах розглядають випадки

рiзної кiлькостi точок у системi та дослiджують розповсюдження хвиль.

Отже, ми зробили огляд сучасних наукових робiт по темi i порiвняли їх з нашою

моделлю. У нашому випадку система складається з пружньо-в’язких елементiв, тому

що на нашу думку мотузка має як пружнi так i в’язкi властивостi. У наведених роботах

мотузки розглядаються як послiдовнiсть з’єднаних твердих тiл, що бiльше пiдходить

для опису металевих тросiв або ланцюгiв.
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1.4. Опис моделi у термiнах рiвнянь з ча-

стинними похiдними

Наша модель може бути розглянута з точки зору рiвнянь у частинних похiдних.

Зауважимо, що такий спосiб опису динамiки руху допускається в припущеннi, що ба-

зова мотузка здiйснює малi коливання. У цьому пiдроздiлi ми лише наведемо можливi

приклади постановки початково-крайових умов у задачi, але не будемо наводити ана-

лiтичний або чисельний розв’язок.

З курсу рiвнянь математичної фiзики або диференцiальних рiвнянь у частинних

похiдних добре вiдомим є хвильове рiвняння. Це класичне рiвняння розглядається

для опису розповсюдження поперечних хвиль у таких середовищах, як наприклад,

струна або мембрана у багатовимiрному випадку. Вивiд цього рiвняння i методи йо-

го розв’язання можна знайти у лiтературi по рiвнянням з частинними похiдними (ре-

комендуємо подивитися на чудову книгу [12], у якiй також наведено випадок, коли є

супротив до руху мотузки, тобто коли мотузка рухається, наприклад у рiдинi).

Введемо деякi позначення. Нехай u1(x, t) – функцiя, яка означає вiдхилення вiд

горизонтального положення точки на базовiй мотузцi з координатою x у момент часу

t. В залежностi вiд моменту часу для кожної точки це вiдхилення змiнюється. Тодi

u1(x, t)

Рис. 1.4: Функцiя вiдхилення базової мотузки.

хвильове рiвняння для базової мотузки виглядає наступним чином:

∂2u1

∂t2
= c21

∂2u1

∂x2
, (1.15)

де c1 – коефiцiєнт, що має сенс швидкостi розповсюдження хвилi.

Тепер перейдемо до рiвняння, що описує рух вертикально направленої мотузки-

поводка. Рiвняння для цiєї мотузки буде виглядати аналогiчним чином, але сенс функцiї

u2 змiнюється. У цьому випадку функцiя u2(y, t) характеризує поздовжнi хвилi, тобто

описує вертикальнi вiдхилення точок. Для виводу цього рiвняння поглянемо на нашу

мотузку знову як на ланцюжок малих точкових мас, з’єднаних пружними тiлами. Тодi

рiвняння, що описують рух такої системи мають наступний вигляд (ця система рiвнянь
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також наведена у роботi [1], ми наведемо загальний вигляд рiвняння для i-тої маси):

miüi = −k(ui − ui−1)− k(ui − ui+1) +mig, (1.16)

де ui – позначає змiщення тiла mi з положення рiвноваги, k – жорсткiсть пружинок.

Вважаємо, як i ранiше, що для всiх точок значення mi однакове.

Подiливши на масу i перегруповуючи доданки, отримаємо вигляд:

üi =
k

mi

(ui+1 − 2ui + ui−1) + g. (1.17)

Нехай l0 = ∆y – довжина кожної з пружинок (вiдстань мiж тiлами) у станi спокою.

Вважаємо, що змiщення тiл ui з положення рiвноваги є меншою за вiдстань l0. Тодi при

прямуваннi кiлькостi точкових мас до нескiнченностi (i вiдповiдно, прямуваннi l0 → 0)

вiдносне подовження приблизно дорiвнює похiднiй по координатi:

ui − ui−1

l0
≈ ui+1 − ui

l0
≈ ∂u

∂y
.

З цього отримуємо вираз для похiдної другого порядку:

ui+1 − 2ui + ui−1

l20
≈ ∂2u

∂y2
.

Звертаючи увагу на вираз у правiй частинi рiвняння (1.17), зробивши вказаний гра-

ничний перехiд i пiдставляючи у це рiвняння наведену апроксимацiю, отримуємо одно-

вимiрне хвильове рiвняння поздовжних хвиль у вертикальнiй мотузцi-поводку:

∂2u2

∂t2
= c22

∂2u2

∂y2
+ g, (1.18)

де u2(y, t) – функцiя поздовжного вiдхилення, що залежить вiд вертикальної коорди-

нати та часу, c2 =

√
k

m
l0, g – прискорення вiльного падiння на Землi.

Також це рiвняння застосовують для описання поздовжних хвиль, що виникають

у еластичному стрижнi (наприклад, у балцi). Якщо розглянути мотузку з точки зору

цилiндричного стрижня з високою пружнiстю, то його можна вивести також на основi

другого закону Ньютона. На малюнку нижче стрiлками позначенi напрямки дiї на-

пруження у середовищi, два поперечних перерiзи. Тодi елемент середовища мiж цими

перерiзами має масу:

m = ρV = ρSdx,
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де V – об’єм середовища мiж перерiзами, S – площа поперечного перерiзу, ρ – щiльнiсть

середовища, dx = ∆x – вiдстань мiж перерiзами.

x x+∆x

Рис. 1.5: Цилiндричне пружнє середовище.

Механiчне напруження σ дорiвнює вiдношенню сили F , що дiє на перерiз до площi

цього перерiзу S. А силу, можна виразити як суму напружень на перерiзах x та x+∆x,

якi направленi в протилежних напрямках:

S(σ(x+∆x)− σ(x)).

Тепер, скористуємось наступним виразом:

σ = εE,

де E – модуль Юнга, ε – вiдносне подовження. Виразимо вiдносне подовження через

функцiю u(x, t), що означає змiщення точки, яка мала у станi спокою координату x у

момент часу t:

ε =
∂u

∂x
.

I тепер отримуємо рiвняння:

ρSdx
∂2u

∂t2
= SE

(
∂u(x+∆x)

∂x
− ∂u(x)

∂x

)
,

а це рiвняння простими алгебраїчними перетвореннями зводиться до хвильового:

∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂x2
, (1.19)

де коефiцiєнт має наступний вигляд c =

√
E

ρ
.

Повернемось до нашої системи рiвнянь (1.15), (1.18). Для її розв’язку необхiдно

задати початковi та граничнi умови. Наведемо спочатку цi умови для базової мотузки.

Вважаємо, що в початковий момент часу вона є недеформованою та нерухомою, з цього
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отримуємо пару початкових умов:

u1(x, 0) = 0,
∂u1

∂t
(x, 0) = 0. (1.20)

Опис нашої моделi у такий спосiб дозволяє нам також врахувати i статичне провисання,

про яке було написано ранiше. Це можна виразити у початковiй умовi на функцiю:

u1(x, 0) = a cosh
(x
a

)
,

де a – константа.

Оскiльки кiнцi мотузки є фiксованими на одному рiвнi, тому граничнi умови мають

вигляд:

u1(0, t) = u1(L1, t) = 0. (1.21)

Узагальнити граничнi умови можна на випадок, коли один iз фiксованих кiнцiв знахо-

диться вище iншого:

u1(0, t) = A > 0, u1(L1, t) = 0 або u1(0, t) = 0, u1(L1, t) = B > 0.

Тепер запишемо початковi та граничнi умови для хвильового рiвняння мотузки-

поводка. Ми вважаємо, що мотузка витягнута на свою природну довжину вертикально,

але натягу немає. При цьому ми також вважаємо, що тiло в початковий момент часу вже

має деяку ненульову швидкiсть направлену вертикально вниз. Цю швидкiсть можна

вважати рiвною швидкостi вiльно падаючого тiла:

v0 =
√
2gh,

h – висота падiння, g – прискорення вiльного падiння. Таким чином, початковi умови

мають вигляд:

u2(y, 0) = 0,
∂u2

∂t
(y, 0) =

√
2gh. (1.22)

Оскiльки початковi умови є функцiями лише вiд координати y, то можна вважати, що

в правiй частинi умови на швидкiсть h = y. Тодi швидкiсть змiщення деякої точки

мотузки з координатою y тим бiльша, чим нижче знаходиться ця точка. Тобто рiвнiсть

h = y означає, що початкова висота, з якої падає окрема точка мотузки має значення

симетричне до її координати в момент часу t = 0 (або що мотузка була витягнута вгору
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на натуральну довжину i вiдпущена, а момент вiдлiку часу починається тодi, коли

швидкiсть вiльного падiння дорiвнює v0). Крайовi умови для цiєї мотузки виглядають

дещо складнiше, тому що обидва кiнцi тут є рухомими. По-перше, повинна виконуватися

умова узгодженостi положення верхнього закрiпленого кiнця цiєї мотузки з серединою

базової мотузки (тому що це одна i та сама точка). Отже, отримуємо:

u2(0, t) = u1

(
L1

2
, t

)
. (1.23)

Крайову умову на вiльному кiнцi мотузки можна розкласти на суму двох складових.

Одна з них, це змiщення закрiпленого кiнця мотузки, а друга – функцiя, що описує

рух вантажа на кiнцi мотузки без врахування змiщення (тобто якщо вернiй кiнець

закрiплений нерухомо):

u2(L2, t) = u1

(
L1

2
, t

)
+ f(t). (1.24)

Функцiя f(t) взагалi кажучи залежить (точнiше залежить її амплiтуда та частота ко-

ливань) вiд маси вантажа M , властивостей мотузки та висоти вiльного падiння h. Ця

функцiя задовiльняє звичайному диференцiальному рiвнянню руху вантажа:

ÿM(t) +
k

M
yM(t) =

k

M
L2 + g.

Це рiвняння є неоднорiдним рiвнянням другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, а

тому його розв’язок має вигляд:

yM(t) = α1 cos(ωt) + α2 sin(ωt) + β,

де α1, α2, ω, β – константи, що визначаються з початкових умов та на основi властиво-

стей мотузки. Отже, остаточний вид крайової умови на вiльному кiнцi мотузки-поводка

має наступний вигляд:

u2(L2, t) = u1

(
L1

2
, t

)
+ α1 cos(ωt) + α2 sin(ωt) + β. (1.25)

Отже, ми навели загальний вигляд системи рiвнянь у частинних похiдних (1.15), (1.18),

що описує рух нашої мотузкової системи i задали початково-крайовi умови для функцiї

u1(x, t) (1.20), (1.21) та для функцiї u2(y, t) (1.22), (1.23), (1.25). Пiдкреслимо, що при та-

кому описi нашої системи для базової мотузки ми описуємо лише поперечнi коливання,

але не враховуємо поздовжнi, а для мотузки-поводка, ми враховуємо тiльки поздовжнi.
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Зауважимо, що такий опис пiдходить лише для малих коливань у системi. Видiлимо, що

позначення у цьому пунктi не пов’язанi з тими, що будуть введенi у наступному роздiлi.

Для опису одночасно i поперечних, i поздовжних хвиль у базовiй мотузцi у термiнах

рiвнянь математичної фiзики потрiбно розглядати не лише нормальну складову на-

пруження (напрямлену вздовж мотузки), що дiє на її поперечний перерiз, а i дотичну

складову, що призведе до розгляду такого поняття як тензор напружень. У зв’язку з

цим виникне ще бiльш складна система диференцiальних рiвнянь з частинними похi-

дними. Схожi до такої системи зазвичай розглядаються у курсах механiки суцiльних

середовищ. Побудова такої загальної системи рiвнянь, її вивчення, та пошук чисельних

або аналiтичних розв’язкiв можуть слугувати предметом майбутнiх дослiджень.



Роздiл 2. Комп’ютерне моделювання

2.1. Постановка комп’ютерних експеримен-

тiв

У цьому роздiлi буде детально описано комп’ютерне моделювання руху нашої си-

стеми та чисельнi експерименти. Код проекту було написано на мовi програмування

Python версiї 3.12 [13]. При побудовi програми були використанi бiблiотеки зi середови-

ща цiєї мови, такi як Numpy [14] для матрично-векторних операцiй, Matplotlib [15] для

вiзуалiзацiї графiкiв, Pygame [16] для малювання системи у кожен окремий момент ча-

су на екранi, Scipy [17] для чисельного iнтегрування системи диференцiальних рiвнянь

(див. друге посилання на документацiю вiдповiдної функцiї).

Зазначимо, що чисельнi методи для розв’язання систем звичайних диференцiальних

рiвнянь розробленi для розв’язання саме рiвнянь першого порядку. У нашому ж випад-

ку (як i в iнших задачах механiки) завдяки використанню другого закону Ньютона ми

отримали систему другого порядку. Таку систему ми не можемо напряму подавати на

вхiд функцiї-розв’язувачу. Тому необхiдно перевести кожне рiвняння вихiдної системи,

яка була розглянута у попередньому роздiлi, у вигляд системи рiвнянь першого поряд-

ку. Таким чином, якщо ми маємо N – загальну кiлькiсть точок у моделi, тодi отримуємо

2N рiвнянь другого порядку, тобто по два рiвняння для однiєї точки (по одному рiв-

нянню для кожної з координат). При замiнi змiнних отримаємо систему з 4N рiвнянь

першого порядку.

Сучаснi чисельнi методи будуються на основi iдеї добре вiдомого методу Ейлера.

Розглянемо цей метод для випадку задачi Кошi для одного рiвняння. Нехай задане

рiвняння з початковою умовою наступного вигляду:

27
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ẋ = f(x, t)

x(t0) = x0.

Функцiя f(x, t) визначена на деякiй множинi D ⊂ R2. Розв’язок вказаного рiвняння

шукатимемо на деякому промiжку часу (t0, T ]. Задамо деяке розбиття цього напiвiн-

тервала: t0 < t1 < · · · < tn ≤ T . Виразивши наближене значення похiдної функцiї x(t)

як вiдношення приросту значень функцiї в точках до приросту значень аргументу t:

x(ti+1)− x(ti)

ti+1 − ti
≈ f(xi, ti),

отримаємо iтеративну формулу для знаходження лiнiйно-кускового наближення

розв’язку рiвняння:

xi+1 = x(ti+1) = x(ti) + (ti+1 − ti)f(xi, ti), i = 1, 2, . . . , n− 1.

Таким чином, на першому кроцi алгоритму ми використаємо значення з початкової

умови для знаходження значення вiдомої функцiї f(x, t), а далi, використовуючи вже

знайденi за домогою цього алгоритму значення xi, ми знайдемо послiдовно наступнi

значення шуканої функцiї у точках.

Цей метод є простим та iнтуїтивно зрозумiлим, а також дає вiдносно непогану то-

чнiсть на малих промiжках часу з великою кiлькiстю точок розбиття iнтервалу. Але

при достатньо великих t та складному виглядi функцiї правої частини f(x, t) цей метод

має велику похибку, а тому при чисельному моделюваннi фiзичних явищ, що описую-

ться диференцiальними рiвняннями використовують складнiшi методи бiльш високого

порядку точностi. Основним сiмейством чисельних методiв, що дають бiльшу точнiсть

є так званi методи Рунге-Кутти. Класичний метод Ейлера, а також детальне обґрунту-

вання iнших методiв можна знайти у вiдповiднiй лiтературi з чисельних методiв (див.

главу 25 у книзi [18], главу 5 у пiдручнику [19]). Також одними з найпоширенiших про-

блем чисельних методiв є їхня нестiйкiсть та висока чутливiсть до початкових умов.

Це все може погiршувати точнiсть розв’язку та призводити до неочiкуваної поведiнки

системи. Тому варто обирати високоточнi та стiйкi методи, якi добре апроксимують

розв’язок рiвняння навiть при великих значеннях t. У наших експериментах було обра-

но два методи: метод Рунге-Кутти порядку 5(4) [20] та Radau (посилання на цей метод

можна знайти у документацiї бiблiотеки Scipy [17]). Вибiр методiв регулюється при

передачi вiдповiдних аргументiв ‘RK45’ або ‘Radau’ до функцiї solve_ivp зазначеної
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бiблiотеки.

Перейдемо до замiни змiнних у вихiднiй системi. Введемо наступнi позначення для

деякої точкової маси mi з координатами (xi, yi):

u1,i = xi

v1,i = ẋi

u2,i = yi

v2,i = ẏi.

Тодi зробивши таку замiну змiнних, ми переходимо вiд системи (1.7) другого порядку

до системи наступного вигляду: 

u̇1,i = v1,i

v̇1,i =
F

u1,i

i

mi

u̇2,i = v2,i

v̇2,i =
F

u2,i

i

mi

,

(2.1)

розв’язавши наступну систему рiвнянь, ми отримаємо вектор значень координат та

швидкостей точки. Загальна система складається з таких пiдсистем з 4 рiвнянь першого

порядку для кожної точки. Тодi на виходi з функцiї-розв’язувача на основi чисельного

методу отримаємо вектор довжини 4N .

Для отримання чисельного розв’язку нам необхiдно задати початковi умови. Кожна

точка описується набором з чотирьох початкових умов: двi для координат та двi для

швидкостей. Для точок базової мотузки у кодi програми положення визначались рiвно-

мiрним розподiленням вздовж горизонтального вiдрiзка з кiнцями у фiксованих точках.

Позначивши за (xA, yA) та (xB, yB) координати лiвої та правої фiксованих точок вiдпо-

вiдно, та вважаючи, що горизонтальна вiсь координат проходить вздовж цього вiдрiзка

отримуємо початковi умови на координати точок базової мотузки:

u1,i = xA + i
xB − xA

n1 + 1
, u2,i = 0, i = 1, . . . , n1. (2.2)

Оскiльки у початковий момент часу базова мотузка є нерухомою, то початковi умови

на швидкостi мають вигляд:

v1,i = 0, v2,i = 0, i = 1, . . . , n1. (2.3)
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Оскiльки у нашiй задачi Кошi вважаємо, що мотузка-поводок витягнута на нату-

ральну довжину вздовж осi Oy i вiдстанi мiж парами сусiднiх точок є однаковими, то

початковi умови на координати для цiєї мотузки мають вигляд:

u1,i =
xA + xB

2
, u2,i = i

L2

n2

, i = 1, . . . , n2. (2.4)

Швидкостi для точок мотузки-поводка ми робили лiнiйно зростаючими зi значеннями

вiд 0 для точки крiплення мотузок до
√

2gh для точки-вантажа. Горизонтальну скла-

дову швидкостей покладено рiвними нулю. Тому отримуємо умову на похiднi:

v1,i = 0, v2,i = i

√
2gh

n2

, i = 1, . . . , n2, (2.5)

де h – значення висоти, з якої падає вантаж, що також задається у програмi.

При моделюваннi руху ми проводили два види експериментiв. У першому з них, за-

давши початковi умови, ми багаторазово розв’язували задачу Кошi до тих пiр, поки не

буде закрите вiкно для вiдображення руху системи. Тобто система розв’язувалася для

деякого iнтервалу часу (брали одну секунду i розбивали iнтервал на 60 частин, таким

чином вiдображували 60 кадрiв з положенням точок системи у секунду). Потiм для дру-

гого iнтервалу часу також розбитого на 60 частин, ми знову знаходили розв’язок задачi

Кошi, взявши за початковi умови вектор значень координат i швидкостей, отриманих

з розв’язку на попередньому iнтервалi для останнього моменту часу. Таким чином iте-

ративно ми могли розв’язувати задачу Кошi для довiльного промiжку часу, розбивши

його на меншi промiжки довжиною в 1 секунду, i для кожного з них розв’язавши частко-

ву задачу Кошi. У цьому експериментi ми спостерiгали еволюцiю системи на великому

промiжку часу, а отже бачили поступове затухання коливань. У другому експериментi,

ми наперед зафiксували кiлькiсть секунд, протягом яких нас цiкавив розв’язок однiєї

задачi Кошi, а також кiлькiсть часових крокiв time_steps_per_second, на якi розби-

вався iнтервал в одну секунду. При вiдображеннi розв’язку такої задачi Кошi ми робили

затримку, яка дорiвнює
1000

time_steps_per_second
. Ми брали значенння для усього iн-

тервалу 30 секунд та 500 крокiв, а тому отримували затримку у 2 мiлiсекунди. Такий

пiдхiд дозволяє чiтко прив’язати часовi рамки експерименту до комп’ютерної моделi, а

також описати реальну еволюцiю хвильових процесiв у часi. Це дозволяє спостерiгати

без затримок та неперервно за рухом усiх точок. Але цей пiдхiд має недолiк, який поля-

гає в тому, що для достаньо великих промiжку часу, кiлькостi крокiв та кiлькостi точок

дискретизацiї, програма потребує бiльшого часу для отримання повного розв’язку на
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всьому iнтервалi. Але проводячи есперименти ми помiтили, що чисельний метод Radau

давав розв’язок швидше за метод RK45.

Одним з критерiїв перевiрки коректностi моделi у цьому випадку є узгодженiсть екс-

периментiв. Тобто в цiлому ми повиннi отримувати в обох випадках схожу поведiнку

системи та вiдповiднi графiки сил, що виникають у фрагментах мотузок, координат i

швидкостей точок в залежностi вiд часу. Також збiльшення точок дискретизацiї повин-

не призводити до уточнення руху мотузок та не повинне протирiчити поведiнцi системи

при меншiй кiлькостi точок. Зауважимо, для вiдображення руху системи на екранi не-

обхiдно задавати вiдстанi мiж точками у термiнах пiкселiв. Але при розв’язку системи

диференцiальних рiвнянь ми шукаємо у метрах, час вимiрюється у секундах, маси в

кiлограмах, тобто працюємо у системi одиниць СI.

Пiд час експериментiв з кодом програми ми взяли вiдстань мiж точками фiксацiї

рiвною 650 пiкселiв i вважали, що ця вiдстань вiдповiдає 100 метрам у реальнiй вiдстанi.

Отримали коефiцiєнт масштабу 6.5 пiкселiв на метр. Цей масштаб використовувався

для переведення вiдстаней мiж точками та швидкостей руху. Додамо, що у пiксельнiй

системi координат лiва фiксована точка має координати (100, 30), а у метричнiй системi

– (0, 0). Тому при переведеннi з пiксельної у метричну систему координат ми спочатку

вiднiмали вектор (100, 30), а потiм дiлили на значення масштабу.

Нижче наведено характеристики мотузки та данi експериментiв:

horizontal_stiffness_coeff = 3 · 104 H,

horizontal_viscous_coeff = 2 · 104 Hc,

vertical_stiffness_coeff =
horizontal_stiffness_coeff

1.5
H,

vertical_viscous_coeff = 2 · 104 Hc,

weighted_point_mass = 90 kg,

vertical_rope_rest_len = 23.07m,

ropes_mass = 12 kg, initial_tension_force = 800H.

(2.6)

Значення початкового натягу базової мотузки ми також змiнювали вiд 600 до 800 Н.

Висоту падiння вантажа було покладено 20 м.
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2.2. Результати моделювання

Нижче наведено знiмки форми мотузки у рiзнi моменти часу.

Рис. 2.1: Початок руху, 10-й момент часу (t = 0.1694).

Рис. 2.2: Поступове розтягнення мотузок, 30-й момент часу (t = 0.5084).

На цих двох знiмках можна спостерiгати характерну клювоподiбну форму вигину

базової мотузки в околi центральної точки. Ми бачимо зростання швидкостi падiння, а

з ним i поширення поперечних та поздовжних хвиль у системi.

З графiкiв можна побачити пiкову швидкiсть руху, а вiдповiдно i спiвпадаючi за

часом максимальне вiдхилення вантажа та максимальне значення модуля сили. Також

бачимо з результатiв, що при данiй простiй конфiгурацiї системи прирiст координати

вантажа має порядок 60 метрiв. Схожi графiки було отримано для бiльш складної кон-

фiгурацiї з бiльшою кiлькiстю точок дискретизацiї. По горизонтальнiй вiсi вiдкладено

номери моментiв часу. Графiки для iнших конфiгурацiй можна побачити у додадках.
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Рис. 2.3: Зростання швидкостi, 50-й момент часу.

Рис. 2.4: Поширення поперечних хвиль у базовiй мотузцi, 80-й момент часу.
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Рис. 2.5: Момент часу, близький до максимального розтягнення мотузки-поводка.

Рис. 2.6: Графiк залежностi сили у правому крайовому фрагментi мотузки вiд часу.
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Рис. 2.7: Графiк залежностi швидкостi руху вантажа вiд часу.

Рис. 2.8: Графiк залежностi координати вантажа вiд часу.



Роздiл 3. Лiстинги програм

У цьому роздiлi наведено лiстинги програм.

Проектування розглянутої системи зручно робити на основi принципiв ООП

(Об’єктно-орiєнтованого програмування). Код програми розбито на класи. Кожен клас

у кодi описує деяку сутнiсть, яка мiстить поля або властивостi (деякi характеристики

об’єкта цього класу) i методи (функцiї), якi певним чином обробляють данi пiд час

роботи програми. Методи призначенi для вiдображення об’єктiв у вiкнi, оновлення по-

ложення точок у процесi iтерацiй на основi отриманого чисельного розв’язку, тощо.

Лiстинг 3.1: Завантаження необхiдних бiблiотек
import pygame as pg

import numpy as np

from s c ipy . i n t e g r a t e import so lve_ivp

from math import s q r t

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

import numpy as np

Лiстинг 3.2: Iмплементацiя абстрактного класу точки
class Point :

’ ’ ’

Base po in t c l a s s . FixedPoint and MassPoint c l a s s e s i n h e r i t s
←↩

methods from t h i s c l a s s

’ ’ ’

def __init__( s e l f ) :

s e l f . po int_co lor = ’ black ’

s e l f . point_data = { ’ coo rd ina t e s ’ : [ ] , ’ r ad iu s ’ : None}

36
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def draw_point ( s e l f ) :

pg . draw . c i r c l e ( s e l f . su r f ace , s e l f . point_color ,

( s e l f . x , s e l f . y ) , s e l f . r ad iu s )

def s e t_sur face ( s e l f , s u r f a c e ) :

s e l f . s u r f a c e = su r f a c e

def s e t_co lo r ( s e l f , c o l o r ) :

s e l f . po int_co lor = co l o r

def set_rad ius ( s e l f , r ad iu s ) :

s e l f . r ad iu s = rad iu s

s e l f . point_data [ ’ r ad iu s ’ ] = s e l f . r ad iu s

def set_coords ( s e l f , coords ) :

s e l f . x , s e l f . y = coords

s e l f . point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] = np . array ( [ s e l f . x , s e l f .
←↩

y ] , dtype = ’d ’ )

Код класу, що описує рухому точкову масу mi. Цей клас наслiдується вiд попере-

днього класу, але крiм цього до нього додаються методи, властивi саме для рухомих

точок: методи для оновлення координат точки i її компонент вектора швидкостi, метод

для встановлення значення маси.
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Лiстинг 3.3: Клас рухомої точки
class MassPoint ( Point ) :

’ ’ ’

C lass f o r we igh ted moving po in t o f the h o r i z on t a l and
←↩

v e r t i c a l ropes

’ ’ ’

def __init__( s e l f , id , mass , rad ius , start_coords ,
←↩

s t a r t_ve l o c i t y ) :

super ( ) . __init__ ( )

s e l f . id = id

s e l f . set_coords ( s tar t_coords )

s e l f . vel_x , s e l f . vel_y = s t a r t_ve l o c i t y

s e l f . mass = mass

s e l f . s e t_rad ius ( rad iu s )

s e l f . po int_co lor = ’ black ’

s e l f . point_data = { ’ id ’ : s e l f . id ,

’ c oo rd ina t e s ’ : np . array ( [ s e l f . x , s e l f . y ] ) ,

’ v e l o c i t i e s ’ : np . array ( [ s e l f . vel_x , s e l f . vel_y ] ) ,

’ r ad iu s ’ : s e l f . rad ius ,

’mass ’ : s e l f . mass}

s e l f . s i_point_data = { ’ coo rd ina t e s ’ : None , ’ v e l o c i t i e s ’ :
←↩

None}

def update_coords ( s e l f , updated_x , updated_y ) :

s e l f . s i_point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] = np . array ( [ updated_x ,
←↩

updated_y ] )

s e l f . x , s e l f . y = s e l f . meters_to_pixels ( )

s e l f . point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] = np . array ( [ s e l f . x , s e l f .
←↩

y ] )

def updat e_ve l o c i t i e s ( s e l f , updated_vel_x , updated_vel_y ) :

s e l f . s i_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ] = np . array ( [
←↩
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updated_vel_x , updated_vel_y ] )

s e l f . vel_x , s e l f . vel_y = s e l f . meters_to_pixels (mode = ’
←↩

ve l ’ )

s e l f . point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ] = np . array ( [ s e l f . vel_x ,
←↩

s e l f . vel_y ] )

def get_data ( s e l f ) : return s e l f . point_data

def meters_to_pixels ( s e l f , mode = ’ coord ’ ) :

i f mode == ’ coord ’ :

pix_coords = s e l f . s i_point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] ∗
←↩

s e l f . s c a l e

pix_coords += s e l f . d i sp lace_vec to r

e l i f mode == ’ ve l ’ :

pix_coords = s e l f . s i_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ] ∗ s e l f
←↩

. s c a l e

return pix_coords

def set_mass ( s e l f , mass ) :

i f mass > 0 :

s e l f . mass = mass

s e l f . point_data [ ’mass ’ ] = s e l f . mass

else :

raise ValueError ( ’Mass␣ value ␣ o f ␣ the ␣ po int ␣must␣be␣a␣
←↩

p o s i t i v e ␣ r e a l ␣number ! ’ )

Код класу фiксованої точки. Цей клас також наслiдується вiд батькiвського класу

Point.

Лiстинг 3.4: Клас фiксованої точки
class FixedPoint ( Point ) :

’ ’ ’
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Class f o r f i x e d po in t s on the edges !

’ ’ ’

def __init__( s e l f , x_coord , y_coord , radius , po int_co lor = ’
←↩

black ’ ) :

s e l f . r ad iu s = rad iu s

s e l f . po int_co lor = point_co lor

s e l f . __ve loc i t i e s = [ 0 , 0 ]

s e l f . point_data = { ’ coo rd ina t e s ’ : [ ] ,

’ v e l o c i t i e s ’ : s e l f . __veloc i t i e s ,

’ r ad iu s ’ : s e l f . rad ius ,

’ c o l o r ’ : s e l f . po int_co lor }

s e l f . set_coords ( ( x_coord , y_coord ) )

s e l f . s i_point_data = { ’ coo rd ina t e s ’ : None , ’ v e l o c i t i e s ’ :
←↩

s e l f . __ve loc i t i e s }

def set_convert_data ( s e l f , s ca l e , d i sp lace_vec to r ) :

s e l f . s ca l e , s e l f . d i sp lace_vec to r = sca l e ,
←↩

d i sp lace_vec to r

i f s e l f . s i_point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] i s None :

s e l f . s i_point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] = ( s e l f . point_data
←↩

[ ’ c oo rd ina t e s ’ ] − s e l f . d i sp lace_vec to r ) / s e l f .
←↩

s c a l e

Нижче наведено код класу, що описує сутнiсть фрагменту мотузки. Саме з конкре-

тних представникiв (екземплярiв або об’єктiв) цього класу складається кожна мотузка

у нашiй механiчнiй системi. Тобто кожна з мотузок – це ланцюжок послiдовно з’єднаних

екземплярiв класу RopeFragment, таких, що для одного з них точкова маса mi є лiвою

крайовою точкою, а для другого – правою. Цей клас мiстить методи для малювання

фрагменту за допомогою лiнiї, методи для отримання кортежiв координат та швид-

костей точок, метод для знаходження координат вектора напрямленого мiж точками,

а також для знаходження приросту швидкостей. Також клас мiстить метод для роз-

рахунку довжини фрагмента мотузки (тобто норму вектора, початком i кiнцем яких

є точковi маси) i метод для розрахунку сили, що дiє в цьому фрагментi мотузки на
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точку.

Лiстинг 3.5: Клас фрагменту мотузки
class RopeFragment :

’ ’ ’

C lass f o r rope fragment between two ne i ghbor ing po in t s !

’ ’ ’

def __init__( s e l f , s tart_point , end_point , rest_len ,
←↩

s t i f f n e s s , v i s c o s i t y ) :

s e l f . r e s t_len = res t_len

s e l f . s t i f f n e s s = s t i f f n e s s

s e l f . v i s c o s i t y = v i s c o s i t y

s e l f . s tart_point , s e l f . end_point = start_point ,
←↩

end_point

s e l f . s u r f a c e = None

s e l f . c o l o r = ’ black ’

s e l f . width = 1

s e l f . max_len = res t_len ∗ 5

def draw_fragment ( s e l f ) :

’ ’ ’

Method f o r drawing rope fragment wi th us ing Pygame

’ ’ ’

l e f t_point_coords , r ight_point_coords = s e l f .
←↩

get_points_coords ( )

pg . draw . l i n e ( s e l f . su r f ace , s e l f . co lo r , l e f t_point_coords
←↩

, r ight_point_coords , s e l f . width )

def get_points_coords ( s e l f , mode = ’ s i ’ ) :

i f mode == ’ s i ’ :

l e f t_coo rd s = s e l f . s tar t_po int . si_point_data [ ’
←↩

coo rd ina t e s ’ ]

r ight_coords = s e l f . end_point . si_point_data [ ’
←↩
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coo rd ina t e s ’ ]

e l i f mode == ’ pix ’ :

l e f t_coo rd s = s e l f . s tar t_po int . point_data [ ’
←↩

coo rd ina t e s ’ ]

r ight_coords = s e l f . end_point . point_data [ ’
←↩

coo rd ina t e s ’ ]

return ( l e f t_coords , r ight_coords )

def get_points_vels ( s e l f ) :

l e f t_v e l s = s e l f . s ta r t_po int . si_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ]

r i gh t_ve l s = s e l f . end_point . si_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ]

return ( l e f t_ve l s , r i gh t_ve l s )

def vector_coords ( s e l f , oppos i te_vector = False ) :

l e f t_coords , r ight_coords = s e l f . get_points_coords ( )

i f oppos i te_vector :

vector_coords = [ l e f t_coo rd s [ 0 ] − r ight_coords [ 0 ] ,
←↩

l e f t_coo rd s [ 1 ] − r ight_coords [ 1 ] ]

else :

vector_coords = [ r ight_coords [ 0 ] − l e f t_coo rd s [ 0 ] ,
←↩

r ight_coords [ 1 ] − l e f t_coo rd s [ 1 ] ]

return np . array ( vector_coords )

def vel_vector_coords ( s e l f , oppos i te_vector = False ) :

l e f t_ve l s , r i gh t_ve l s = s e l f . get_points_vels ( )

i f oppos i te_vector :

vector_ve l s = [ l e f t_v e l s [ 0 ] − r i gh t_ve l s [ 0 ] ,
←↩

l e f t_v e l s [ 1 ] − r i gh t_ve l s [ 1 ] ]

else :

vec tor_ve l s = [ r i gh t_ve l s [ 0 ] − l e f t_v e l s [ 0 ] ,
←↩

r i gh t_ve l s [ 1 ] − l e f t_v e l s [ 1 ] ]
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return np . array ( vector_ve l s )

def rope_fragment_len ( s e l f ) :

vector_coords = s e l f . vector_coords ( )

d i s t = np . l i n a l g . norm( vector_coords )

i f d i s t >= s e l f . max_len :

raise ValueError ( "Rope␣ lenght ␣can ’ t ␣be␣ g r e a t e r ␣ than␣
←↩

maximum␣ length ! " )

return d i s t

def f o r c e ( s e l f , main_point = ’ l e f t ’ ) :

i f main_point == ’ l e f t ’ :

vector , ve l_vector = s e l f . vector_coords ( ) , s e l f .
←↩

vel_vector_coords ( )

e l i f main_point == ’ r i g h t ’ :

vector , ve l_vector = s e l f . vector_coords (
←↩

oppos i te_vector = True ) , s e l f . ve l_vector_coords (
←↩

oppos i te_vector = True )

else :

raise ValueError ( " I n c o r r e c t ␣ value ␣ o f ␣main_point␣
←↩

parameter ! ␣Must␣be␣ ’ l e f t ’ ␣ or ␣ ’ r i g h t ’ . " )

vector_norm = s e l f . rope_fragment_len ( )

i f vector_norm < s e l f . r e s t_len :

return np . array ( [ 0 . 0 , 0 . 0 ] )

vec to r /= vector_norm

e l a s t i c = s e l f . s t i f f n e s s ∗ ( vector_norm − s e l f . r e s t_len )

v i s c ou s = s e l f . v i s c o s i t y ∗ np . dot ( vector , ve l_vector )

s e l f . force_vec = ( e l a s t i c + v i s cou s ) ∗ vec to r / s e l f .
←↩
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r e s t_len

s e l f . f o rce_va l = np . l i n a l g . norm( s e l f . force_vec )

return s e l f . force_vec

Лiстинг 3.6: Основний клас мотузкової системи
class RopeModel :

’ ’ ’

General rope model ( con ta ins method f o r h o r i z o n t a l rope and
←↩

v e r t i c a l rope )

’ ’ ’

def __init__( s e l f , su r f ace , hor_rope_data ) :

s e l f . s u r f a c e = su r f a c e

s e l f . f ixed_point_data = hor_rope_data [ ’ f ixed_point_data ’
←↩

]

s e l f . hor_moving_point_data = hor_rope_data [ ’
←↩

moving_point_data ’ ]

s e l f . hor_rope_mass = hor_rope_data [ ’ rope_mass ’ ]

s e l f . ho r_rope_st i f fne s s = hor_rope_data [ ’ r o p e_s t i f f n e s s ’
←↩

]

s e l f . hor_rope_viscos i ty = hor_rope_data [ ’ r ope_v i s co s i ty ’
←↩

]

s e l f . hor_rope_tension = hor_rope_data [ ’ t ens i on_force ’ ]

s e l f . f a l l_he i gh t = 20

s e l f . s e t_convert_coe f f ( )

s e l f . set_hor_rest_len ( )

s e l f . o b j e c t s = { ’ f ixed_po int s ’ : [ ] ,

’ rope_fragments ’ : [ ] ,

’ moving_points ’ : [ ] ,

’ s u r f a c e ’ : s e l f . s u r f a c e }

def create_f ixed_points ( s e l f ) :

for i in range ( len ( s e l f . f ixed_point_data [ ’ x_coords ’ ] ) ) :
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f ixed_point = FixedPoint ( s e l f . f ixed_point_data [ ’
←↩

x_coords ’ ] [ i ] ,

s e l f . f ixed_point_data [ ’ y_coords ’
←↩

] [ i ] ,

s e l f . f ixed_point_data [ ’ r ad iu s ’ ] )

disp_vec = f ixed_point . point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] i f
←↩

i == 0 else disp_vec

f ixed_point . set_convert_data ( s c a l e = s e l f .
←↩

pix_per_metr , d i sp lace_vec to r = disp_vec )

f ixed_point . s e t_sur face ( s e l f . s u r f a c e )

s e l f . o b j e c t s [ ’ f i xed_po int s ’ ] . append ( f ixed_point )

def create_free_end_rope ( s e l f , attach_point_id ,
←↩

po i n t s_v e l o c i t i e s = None ) :

s e l f . attach_point_id = attach_point_id

top_point = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ s e l f .
←↩

attach_point_id ]

points_num = s e l f . ver_rope_point_num

x_coord = top_point . point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] [ 0 ]

fragment_rest_len = s e l f . get_rope_fragment_rest_len (
←↩

rope_type = ’ ver ’ )

start_coord = top_point . point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] [ 1 ]

end_coord = start_coord + s e l f . ver_rope_rest_len

ve r t i c a l_coo rd s = np . l i n s p a c e ( start_coord , end_coord ,
←↩

points_num + 1) [ 1 : ]

v e r t i c a l_coo rd s = [ ( x_coord , y_coord ) for y_coord in
←↩

ve r t i c a l_coo rd s ]

s t i f f n e s s = s e l f . get_rope_fragment_property ( s e l f .
←↩

ver_rope_st i f fne s s , points_num)

v i s c o s i t y = s e l f . get_rope_fragment_property ( s e l f .
←↩

ver_rope_viscos i ty , points_num)

mass = s e l f . get_moving_point_mass ( rope_type = ’ ver ’ )

r ad iu s = s e l f . ver_rope_point_radius
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i f po i n t s_v e l o c i t i e s i s None :

y_vels = s e l f . g e t_ l in ea r_ve l s_d i s t r i bu t i on (
←↩

points_num + 1 , 0 , s q r t (2 ∗ 9 .81 ∗ s e l f .
←↩

f a l l_he i gh t ) ) [ 1 : ]

p o i n t s_v e l o c i t i e s = [ ( 0 , y_vel ∗ s e l f . pix_per_metr )
←↩

for y_vel in y_vels ]

for i in range ( points_num) :

i f i == points_num − 1 :

mass = s e l f . weighted_point_mass

rad iu s = s e l f . weighted_point_radius

i f i != 0 :

top_point = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ −1 ]

s e l f . create_moving_point ( id =

len ( s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] ) + 1 ,

mass = mass , r ad iu s = radius ,

coords = ve r t i c a l_coo rd s [ i ] ,

v e l o c i t i e s = po i n t s_v e l o c i t i e s [ i ] )

bottom_point = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ −1 ]

s e l f . create_rope_fragment ( top_point , bottom_point ,
←↩

s t i f f n e s s , v i s c o s i t y , fragment_rest_len )

s e l f . general_points_num = len ( s e l f . o b j e c t s [ ’
←↩

moving_points ’ ] )

def create_rope_fragment ( s e l f , l e f t_endpoint , r ight_endpoint
←↩

, s t i f f n e s s = None , v i s c o s i t y = None , r e s t_len = None ) :

i f r e s t_len i s None :

re s t_len = s e l f . get_rope_fragment_rest_len ( )
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i f s t i f f n e s s i s None :

s t i f f n e s s = s e l f . get_rope_fragment_property (

s e l f . hor_rope_st i f fnes s ,

s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_num ’ ] )

i f v i s c o s i t y i s None :

v i s c o s i t y = s e l f . get_rope_fragment_property (

s e l f . hor_rope_viscos ity ,

s e l f . hor_moving_point_data [ ’moving_points_num ’ ] )

rope_fragment = RopeFragment ( le f t_endpoint ,

r ight_endpoint ,

rest_len ,

s t i f f n e s s ,

v i s c o s i t y )

rope_fragment . s u r f a c e = s e l f . s u r f a c e

s e l f . o b j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] . append ( rope_fragment )

def ge t_ l in ea r_ve l s_d i s t r i bu t i on ( s e l f , point_num , start_ve l ,
←↩

end_vel ) :

v e l s = np . l i n s p a c e ( start_ve l , end_vel , point_num)

return v e l s

def create_moving_point ( s e l f , id , mass , rad ius , coords ,
←↩

v e l o c i t i e s ) :

moving_point = MassPoint ( id ,

mass ,

rad ius ,

( coords [ 0 ] , coords [ 1 ] ) ,

( v e l o c i t i e s [ 0 ] , v e l o c i t i e s [ 1 ] ) )

moving_point . s e t_sur face ( s e l f . s u r f a c e )
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s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] . append (moving_point )

def create_model ( s e l f ) :

s e l f . c reate_f ixed_points ( )

hor_coords = np . l i n s p a c e (

s e l f . o b j e c t s [ ’ f i xed_po int s ’ ] [ 0 ] . x ,

s e l f . o b j e c t s [ ’ f i xed_po int s ’ ] [ 1 ] . x ,

s e l f . hor_moving_point_data [ ’moving_points_num ’ ] + 2)
←↩

[ 1 :−1 : ]

v e r t i ca l_coord = s e l f . f ixed_point_data [ ’ y_coords ’ ] [ 0 ]

s e l f . set_moving_point_mass ( s e l f . hor_rope_mass ,

s e l f . hor_moving_point_data [ ’moving_points_num ’ ] )

for i in range ( s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_num ’ ] ) :

s e l f . create_moving_point ( i ,

s e l f . hor_moving_point_mass ,

s e l f . hor_moving_point_data [ ’ moving_points_radius
←↩

’ ] ,

( hor_coords [ i ] , v e r t i ca l_coord ) ,

s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_ve loc i t i e s ’ ] )

l e f t_po in t = s e l f . o b j e c t s [ ’ f i xed_po int s ’ ] [ 0 ]

r ight_point = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ 0 ]

s e l f . create_rope_fragment ( l e f t_po int , r ight_point )

for j in range ( s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_num ’ ] − 1) :

l e f t_po in t = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ j ]

r ight_point = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ j + 1 ]
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s e l f . create_rope_fragment ( l e f t_po int , r ight_point )

l e f t_po in t = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ −1 ]

r ight_point = s e l f . o b j e c t s [ ’ f i xed_po int s ’ ] [ 1 ]

s e l f . create_rope_fragment ( l e f t_po int , r ight_point )

def draw_model ( s e l f ) :

for f ixed_point in s e l f . o b j e c t s [ ’ f i xed_po int s ’ ] :

f ixed_point . draw_point ( )

for moving_point in s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] :

moving_point . draw_point ( )

for rope_fragment in s e l f . o b j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] :

rope_fragment . draw_fragment ( )

def set_moving_point_mass ( s e l f , rope_mass : f loat ,
←↩

moving_points_num : int , rope_type = ’ hor ’ ) :

i f rope_type == ’ hor ’ :

s e l f . hor_moving_point_mass = rope_mass / (
←↩

moving_points_num)

e l i f rope_type == ’ ver ’ :

s e l f . ver_moving_point_mass = rope_mass / (
←↩

moving_points_num − 1)

def get_moving_point_mass ( s e l f , rope_type = ’ hor ’ ) :

i f rope_type == ’ hor ’ :

return s e l f . hor_moving_point_mass
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e l i f rope_type == ’ ver ’ :

return s e l f . ver_moving_point_mass

def add_mass ( s e l f , mass : f loat , point_indx : int ) :

masspoint = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ point_indx ]

masspoint . mass += mass i f mass >= 0 else 0

def get_f ixed_points_distanse ( s e l f ) :

x_coords = s e l f . f ixed_point_data [ ’ x_coords ’ ]

d i s t = x_coords [ 1 ] − x_coords [ 0 ]

return d i s t

def set_hor_rest_len ( s e l f ) :

stretch_rope_len = s e l f . get_f ixed_points_distanse ( ) /
←↩

s e l f . pix_per_metr

hor_rest_len = stretch_rope_len / ( s e l f . hor_rope_tension
←↩

/ s e l f . ho r_rope_st i f fne s s + 1)

i f hor_rest_len > 0 :

s e l f . hor_rest_len = hor_rest_len

else :

print ( f """ Hor i zon ta l r e s t l en : { hor_rest_len } ,\n

S t r e t ched rope l en : { s tre tch_rope_len } ,\n

Hor i zon ta l rope s t i f f n e s s : { s e l f .
←↩

hor_rope_s t i f fnes s }""" )

raise ValueError ( "Rest␣ l en ␣ o f ␣ the ␣ ho r i z on t a l ␣ rope ␣
←↩

must␣be␣a␣ p o s i t i v e ␣ f l o a t ! " )

def set_convert_coe f f ( s e l f , real_meter_dist = 100) :

d i s t = s e l f . get_f ixed_points_distanse ( )

s e l f . pix_per_metr = d i s t / real_meter_dist
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def get_rope_fragment_rest_len ( s e l f , rope_type = ’ hor ’ ) :

i f rope_type == ’ hor ’ :

rope_fragments_num = s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_num ’ ] + 1

hor_fragment_rest_len = s e l f . hor_rest_len /
←↩

rope_fragments_num

return hor_fragment_rest_len

e l i f rope_type == ’ ver ’ :

rope_fragments_num = s e l f . ver_rope_point_num

ver_fragment_rest_len = s e l f . ver_rope_rest_len /
←↩

rope_fragments_num

return ver_fragment_rest_len

def get_rope_fragment_property ( s e l f , property_value : f loat ,
←↩

points_num : int ) −> f loat :

’ ’ ’

Function re turns va l u e s o f s t i f f n e s s or v i s c o s i t y o f the
←↩

rope fragment by

by the corresponding va l u e s o f s t i f f n e s s or v i s c o s i t y o f
←↩

the whole rope

( i t does ‘ t matter h o r i z o n t a l or v e r t i c a l ) .

proper ty_va lue i s a va lue o f s t i f f n e s s or v i s c o s i t y o f
←↩

the whole rope .

’ ’ ’

return property_value ∗ points_num

def set_ver_rope_data ( s e l f , ver_rope_data ) :

s e l f . ver_rope_rest_len = ver_rope_data [ ’ r e s t_len ’ ] /
←↩

s e l f . pix_per_metr
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s e l f . ver_rope_mass = ver_rope_data [ ’ rope_mass ’ ]

s e l f . v e r_rope_st i f f n e s s = ver_rope_data [ ’ r o p e_s t i f f n e s s ’
←↩

]

s e l f . ver_rope_viscos i ty = ver_rope_data [ ’ r ope_v i s co s i ty ’
←↩

]

s e l f . ver_rope_point_num = ver_rope_data [ ’ point_num ’ ]

s e l f . ver_rope_point_radius = ver_rope_data [ ’
←↩

ver_rope_point_radius ’ ]

s e l f . weighted_point_mass = ver_rope_data [ ’
←↩

weighted_point_mass ’ ]

s e l f . weighted_point_radius = ver_rope_data [ ’
←↩

weighted_point_radius ’ ]

s e l f . set_moving_point_mass ( s e l f . ver_rope_mass , s e l f .
←↩

ver_rope_point_num , rope_type = ’ ver ’ )

def sp l i t_data ( s e l f , da ta_l i s t ) :

’ ’ ’

S p l i t t i n g the da t a_ l i s t con ta in ing i n f o about
←↩

coord ina t e s and v e l o c i t i e s o f each po in t in one

genera l 1d− l i s t i n t o the f o l l ow i n g format :

[ data_1 , data_2 , . . . , data_point_num ] , where data_i i s a
←↩

data l i s t [ x , dx , y , dy ]

f o r i−th po in t o f the system .

’ ’ ’

sp l i t t ed_data = [ ]

for i in range (0 , len ( da ta_l i s t ) , 4) :

sp l i t t ed_data . append ( data_l i s t [ i : i + 4 ] )

return sp l i t t ed_data

def system ( s e l f , t , da ta_l i s t ) :

’ ’ ’
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A method f o r s o l v i n g the system of d i f f e r e n t i a l
←↩

equa t ions .

This f unc t i on i s passed as an argument in t o so l ve_ivp
←↩

from Scipy .

’ ’ ’

i f s e l f . f irst_num_step :

s e l f . f irst_num_step = False

return s e l f . i n i t_r ight_par t s

s e l f . update_system_state ( da ta_l i s t )

sp l i t t ed_data = s e l f . sp l i t_data ( da ta_l i s t )

updated_right_parts = [ ]

for point_num in range ( s e l f . general_points_num ) :

’ ’ ’

This loop genera t e s 4 d i f f e qua t i ons f o r each po in t
←↩

o f the system :

2 equa t i ons f o r x and x ’ ( x coord ina te and x
←↩

v e l o c i t y ( the f i r s t d e r i v a t i v e o f x by time ) )

2 equa t i ons f o r y and y ’

’ ’ ’

i f point_num <= s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_num ’ ] − 1 :

#Hor i zon ta l rope po in t s

l e f t_rope = s e l f . o b j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] [
←↩

point_num ]

r ight_rope = s e l f . o b j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] [
←↩

point_num + 1 ]

i f point_num == s e l f . attach_point_id :

#Attachment po in t case

indx = s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_num ’ ] + 1

vert_rope = s e l f . o b j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] [
←↩

indx ]
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e l i f s e l f . hor_moving_point_data [ ’moving_points_num ’ ]
←↩

− 1 < point_num :

#Ver t i c a l rope po in t s case

top_rope = s e l f . o b j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] [
←↩

point_num + 1 ]

i f point_num < s e l f . general_points_num − 1 :

#Ver t i c a l rope po in t s ( case o f unweighted
←↩

po in t )

down_rope = s e l f . o b j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] [
←↩

point_num + 2 ]

’ ’ ’

D e f i n i t i o n s :

w = x −− x coord o f the po in t in the prev ious time
←↩

s t ep

dw = w ’ = z = x ’ −− v e l o c i t y o f the x coord

dz = z ’ = x ’ ’ −− a c c e l e r a t i o n o f the x coord

u = y −− y coord o f the po in t in the prev ious time
←↩

s t ep

du = u ’ = v = y ’ −− v e l o c i t y o f the y coord

dv = v ’ = y ’ ’ −− a c c e l e r a t i o n o f the y coord

’ ’ ’

w, z , u , v = sp l i t t ed_data [ point_num ]

i f point_num < s e l f . general_points_num − 1 :

i f point_num == s e l f . attach_point_id : #
←↩

attachment po in t case

l e f t_rope_force = le f t_rope . f o r c e (main_point
←↩

= ’ r i gh t ’ )

r ight_rope_force = right_rope . f o r c e ( )

i f s e l f . general_points_num == s e l f .
←↩

hor_moving_point_data [ ’moving_points_num ’
←↩
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] :

vert_rope_force = np . array ( [ 0 . 0 , 0 . 0 ] )

else :

vert_rope_force = vert_rope . f o r c e ( )

dz = ( l e f t_rope_force [ 0 ] + r ight_rope_force
←↩

[ 0 ] + vert_rope_force [ 0 ] ) / point_mass

dv = ( l e f t_rope_force [ 1 ] + r ight_rope_force
←↩

[ 1 ] + vert_rope_force [ 1 ] ) / point_mass

e l i f point_num > s e l f . hor_moving_point_data [ ’
←↩

moving_points_num ’ ] − 1 :

top_rope_force = top_rope . f o r c e (main_point =
←↩

’ r i g h t ’ )

down_rope_force = down_rope . f o r c e ( )

dz = ( top_rope_force [ 0 ] + down_rope_force
←↩

[ 0 ] ) / point_mass

dv = ( top_rope_force [ 1 ] + down_rope_force
←↩

[ 1 ] ) / point_mass + 9.81

else :

l e f t_rope_force = le f t_rope . f o r c e (main_point
←↩

= ’ r i gh t ’ )

r ight_rope_force = right_rope . f o r c e ( )

dz = ( l e f t_rope_force [ 0 ] + r ight_rope_force
←↩

[ 0 ] ) / point_mass

dv = ( l e f t_rope_force [ 1 ] + r ight_rope_force
←↩

[ 1 ] ) / point_mass

else : #weighted po in t case

top_rope_force = top_rope . f o r c e (main_point = ’
←↩
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r i g h t ’ )

dz = top_rope_force [ 0 ] / point_mass

dv = top_rope_force [ 1 ] / point_mass + 9.81

#Di f f eqs f o r mass po in t wi th number point_num

dw = z

du = v

updated_data_list += [dw, dz , du , dv ]

return updated_data_list

def get_ivp_data ( s e l f ) :

’ ’ ’

Inver se func t i on ( in some sence ) to s p l i t_da t a func t i on .

This f unc t i on conver t s coord ina t e s and v e l o c i t i e s o f
←↩

each separa t e po in t i n t o the genera l

l i s t , which conta ins a l l coords and v e l s .

’ ’ ’

data = [ ]

for point in s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] :

coords = point . si_point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ]

v e l s = point . si_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ]

data += [ coords [ 0 ] , v e l s [ 0 ] , coords [ 1 ] , v e l s [ 1 ] ]

return data

def i n i t i a l_ r i gh t_pa r t s ( s e l f ) :

s e l f . i n i t_r ight_par t s = [ ]

s e l f . f irst_num_step = True

for i , po int in enumerate ( s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] )
←↩

:

mass , v e l s = point . point_data [ ’mass ’ ] , po int .
←↩

si_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ]

i f i < s e l f . hor_moving_point_data [ ’moving_points_num
←↩
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’ ] :

r ight_part_point_data = [ v e l s [ 0 ] , s e l f .
←↩

hor_rope_tension / mass , v e l s [ 1 ] , 0 ]

else :

r ight_part_point_data = [ v e l s [ 0 ] , 0 , v e l s [ 1 ] ,
←↩

9 . 8 1 ]

s e l f . i n i t_r ight_par t s += right_part_point_data

def update_system_state ( s e l f , new_state_l ist ) :

s t a t e = s e l f . sp l i t_data ( new_state_l ist )

for i , po int in enumerate (

s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] ) :

new_point_state = s t a t e [ i ]

po int . update_coords ( new_point_state [ 0 ] ,
←↩

new_point_state [ 2 ] )

po int . upda t e_ve l o c i t i e s ( new_point_state [ 1 ] ,
←↩

new_point_state [ 3 ] )

def so lve_ivp ( s e l f , i n i t i a l_cond , durat ion = 1 , start_time =
←↩

0 , f p s = 60 , method = ’Radau ’ ) : #RK45

’ ’ ’

A method f o r s o l v i n g a system of d i f f e r e n t i a l e qua t i ons
←↩

us ing a numerical method at each s t ep o f the game
←↩

c y c l e .

’ ’ ’

f p s = fp s

durat ion = durat ion # 1 sec

t_span = ( start_time , start_time + durat ion ) #(0 , 1)

t_eval = np . l i n s p a c e ( t_span [ 0 ] , t_span [ 1 ] , f p s ) #(0 ,
←↩

0 .1 , 0 .2 , 1)

s o l u t i o n = solve_ivp ( s e l f . system , method = method ,
←↩

t_span = t_span , y0 = in i t i a l_cond , t_eval = t_eval )
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return s o l u t i o n

def set_weighted_point_data ( s e l f , rad ius , mass ) :

weighted_point = s e l f . o b j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ −1 ]

weighted_point . set_mass (mass )

weighted_point . se t_rad ius ( rad iu s )

Вище наведено код основного класу. Цей клас мiстить методи для побудови фiксо-

ваних точок, обох мотузок, метод для розв’язання системи диференцiальних рiвнянь,

розрахунок сил у правих частинах цiєї системи та оновлення стану механiчної системи

(оновлення положень точок та їх швидкостей). Окрiм цього є багато iнших службо-

вих методiв, таких як функцiя для малювання системи на екранi, розбиття вектора

розв’язку системи рiвнянь та отримання даних задачi Кошi (початкових положень та

швидкостей).



Висновки

У представленiй роботi було дослiджено двовимiрну дискретизовану мотузкову си-

стему. Кожен з фрагментiв обох мотузок розглядався як паралельне з’єднання пру-

жнього елемента (пружини) та в’язкого елемента (демпфера). Механiчна система скла-

далась з двох мотузок, одна з яких горизонтально розмiщена та мала початковий на-

тяг (базова мотузка), а iнша – мотузка-поводок, одним кiнцем прикрiплена посереди-

нi до базової мотузки, а на iншому вiльному кiнцi закрiплено вантаж. Були виведенi

диференцiальнi рiвняння, що описують рух системи пiд навантаженням. Ми сформу-

лювали задачу Кошi для вiльно падаючого об’єкта на кiнцi мотузки-поводка. Систе-

му було розглянуто з точки зору диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними.

Наведенi система з двох хвильових рiвнянь, постановки початково-крайових задач. У

роботi за допомогою мови програмування Python та бiблiотек до неї було побудовано

комп’ютерну модель системи i проведено велику кiлькiсть експериментiв. Ми намага-

лися вiдтворити поведiнку реальної мотузкової системи задаючи вiдповiднi параметри

жорсткостi, в’язкостi, маси мотузок та кiлькiсть точок дискретизацiї. При дослiдженнi

подiбних систем важливим елементом є оцiнка максимальних навантажень, що вини-

кають у системi особливо у точках крiплення мотузок. З цiєю метою наведенi графiки

модулiв сил, швидкостi руху вантажа та змiна його вертикальної координати з плином

часу. Було проведено аналiз i порiвняння з нашою моделлю сучасних наукових робiт по

темi. Наведено великий список використаних джерел. В останньому роздiлi наведено

код програми. Вивчення властивостей подiбних до розглянутої мотузкових систем, а

також побудова високоточних аналiтичних моделей є важливим кроком для розробки

безпечних та надiйних систем страхування.
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Додаток А. Знiмки руху системи.

Нижче наведено знiмки для двох конфiгурацiй системи з бiльшою кiлькiстю точок.

Рис. 3.1: Конфiгурацiя: 7 точок бази i 5 точок мотузки-поводка (початковий натяг 800
Ньютонiв).
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Рис. 3.2: Конфiгурацiя: 11 точок бази i 10 точок мотузки-поводка.



Додаток Б. Графiки.

На зображених нижче графiках по осi часу вiдкладено iнтервал в 30 секунд.

Рис. 3.3: Графiки координати та швидкостi для конфiгурацiї 3.1.
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На малюнках нижче задача розглядалася на iнтервалi в 10 секунд.

Рис. 3.4: Графiки координати та швидкостi для конфiгурацiї 3.2.



Додаток В. Код функцiй для

моделювання.

Лiстинг 3.7: Iмпорт бiблiотек та класу моделi
import pygame as pg

from rope_model import RopeModel

import matp lo t l i b . pyplot as p l t

import numpy as np

Лiстинг 3.8: Функцiя для малювання графiкiв
def draw_force_graph ( force_vals , y_label = ’F( t ) ’ , x_label = ’ t ’

←↩
, t ime_steps = None ) :

p l t . y l ab e l ( y_label )

p l t . x l ab e l ( x_label )

i f t ime_steps i s None :

p l t . p l o t ( f o r c e_va l s )

else :

p l t . p l o t ( time_steps , f o r c e_va l s )

p l t . show ( )

Лiстинг 3.9: Функцiя для iтеративної задачi Кошi
def pg_simulation ( in i t i a l_cond , running , c lock , FPS) :

f o r c e_va l s = [ ]

speed_vals = [ ]

coord_vals = [ ]

rope_indx = rope . hor_moving_point_data [ ’moving_points_num ’ ]

while running :
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s o l = rope . so lve_ivp ( in i t i a l_cond , fp s = FPS, method = ’
←↩

Radau ’ )

i n i t i a l_cond = s o l . y [ : , −1]

for i in range (FPS) :

updated_coords = s o l . y [ : , i ]

rope . update_system_state ( updated_coords )

s u r f a c e . f i l l ( white )

rope . draw_model ( )

pg . d i sp l ay . f l i p ( )

c l o ck . t i c k (FPS)

fo r ce_va l s . append ( rope . ob j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] [
←↩

rope_indx ] . f o rce_va l )

coord_vals . append ( rope . ob j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ − 1 ] .
←↩

si_point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] [ 1 ] )

speed_vals . append ( rope . ob j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ − 1 ] .
←↩

si_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ] [ 1 ] )

pg . qu i t ( )

draw_force_graph ( fo r ce_va l s )

draw_force_graph ( speed_vals , y_label = ’ ve l ( t ) ’ )

draw_force_graph ( coord_vals , y_label = ’ y_coord ( t ) ’ )

Лiстинг 3.10: Допомiжна функцiя для розбиття часового iнтервалу
def f ind_time_steps ( sec_num = 180 , time_steps_per_second = 100) :

return { ’ general_time_steps ’ :

sec_num ∗ time_steps_per_second ,

’ de lay ’ : int (1000 / time_steps_per_second ) }

Лiстинг 3.11: Функцiя для однiєї задачi Кошi на всьому iнтервалi
def t ime_step_simulation ( in i t i a l_cond , durat ion , time_steps_num ,

←↩
delay ) :

s o l = rope . so lve_ivp ( in i t i a l_cond , durat ion = duration , f p s
←↩

= time_steps_num)
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rope_indx = rope . hor_moving_point_data [ ’moving_points_num ’ ]

force_vals , speed_vals , coord_vals = [ ] , [ ] , [ ]

for t_step in range ( time_steps_num) :

updated_state = s o l . y [ : , t_step ]

rope . update_system_state ( updated_state )

s u r f a c e . f i l l ( white )

rope . draw_model ( )

pg . d i sp l ay . f l i p ( )

f o r c e_va l s . append ( rope . ob j e c t s [ ’ rope_fragments ’ ] [
←↩

rope_indx ] . f o rce_va l )

coord_vals . append ( rope . ob j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ − 1 ] .
←↩

si_point_data [ ’ c oo rd ina t e s ’ ] [ 1 ] )

speed_vals . append ( rope . ob j e c t s [ ’ moving_points ’ ] [ − 1 ] .
←↩

si_point_data [ ’ v e l o c i t i e s ’ ] [ 1 ] )

pg . time . de lay ( de lay )

for event in pg . event . get ( ) :

i f event . type == pg .QUIT:

pg . qu i t ( )

draw_force_graph ( force_vals , t ime_steps = s o l . t )

draw_force_graph ( speed_vals , t ime_steps = s o l . t , y_label = ’
←↩

ve l ( t ) ’ )

draw_force_graph ( coord_vals , t ime_steps = s o l . t , y_label = ’
←↩

y_coord ( t ) ’ )
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